Al-baserat interaktivt, individuellt och illustrativt ldarande i matematik
(AI4Ma)

Projektet Al4Ma &r ett samarbete mellan matematikenheten vid institutionen for teknik
och naturvetenskap vid Linkopings universitet (Campus Norrkoping) och Ebersteinska
gymnasiet 1 Norrkoping om ett Al-digitalt lirande i kursen Matematik 3C finansierat av
Norrkopingsfonden.

Innehall i kursen Matematik 3c enligt skolverket: Centralt innehall Undervisningen
i kursen ska behandla foljande centrala innehall: Aritmetik, algebra och funktioner.

Innehall i AI4Ma | Teori & Exempel | Interaktiva Exempel | Interaktiva Ovningar | Videos
Aritmetik Ja Ja Ja Ja
Algebra Ja Ja Ja Ja
Funktioner Ja Ja Ja Ja
Trigonometri Ja Ja Ja Ja

Pa foljande sidor bifogas ett axplock av digitalt material som técker olika delar av gym-
nasiematematik och illustrerar de olika tillvigagangssiatt som kan tillimpas i projektet
for att stodja elevernas inldrning.

Teori & Exempel

Matematiskt grundlig teori presenteras tillsammans med l6sta exempel och quizer som
har ett smalare fokus och beféstar det senaste momentet. Avsnitt 1.3.3 om kvadratrotter
illustrerar tydligt hur en sadan struktur kan se ut.

Interaktiva Exempel

Ett interaktivt exempel visas i avsnitt 2.3.2a om polynomolikheter. En olikhetsuppgift
med en viss struktur slumpas fram. Eleven far da ldsa om vad l6sningsstrategin gar ut pa
och samtidigt far denne aktivt 16sa deluppgifter och besvara tillhérande delfragor for att
ta sig vidare.

Interaktiva Ovningar

Flertalet 6vningar kan med fordel undersckas och losas m.h.a. interaktiva figurer och
grafer, vilket aktiverar elever pa ett annat séitt &n monotona berdkningar och stéarker
deras forestéllningsformaga for (inte bara) matematiska problem. Exempel pa sadana
interaktiva figurer visas i avsnitt 3.3 dér man tar fram grafer till beloppsuttryck och i
avsnitt 4.1.2 dar man far underscka samband mellan olika vinkelmatt. Dessa 6vningar &r
slumpade och man har mgjlighet att prova flera olika uppgifter.

Videor

Utformning pa videogenomgangar varierar for att ge bredare utbud av presentationsstilar.
En skdrmbild av en video dar en larare haller genomgang framfor tavlan finns med i
avsnitt 1.3.3 om kvadratrétter. I avsnitt 2.3.2b om polynomolikheter visas en skdrmbild
av en video som tagits fram pa datorn m.h.a. ritplattan.

George Baravdish, Bitr. prof.
george.baravdish@liu.se
Linkopings universitet



Sida 1.3.3. Kvadratrotter

Kvadratrotter

Kvadratroten uretttal a > 0 betecknas med \/a. T.ex. med kvadratroten ur 16, d.v.s. med \/16, menar vi det
icke-negativa tal som vi kvadrerar och far 16. Detta betyder att /16 = 4 eftersom 16 = 42.

Om a >0 och b>0,sdéar
Va=b < a=0

Anm: Lagg marke till att vardet pa kvadratroten ar per definition positivt eller noll.

Kvadratroten kan ocksa tolkas som en potens med exponenten 1 dvs. Va = a'’?. Detta tolkningssatt stam-
mer 6verens med potenslagarna som vi sett tidigare da a = a(1/2)2 - (a1/2)2. Darmed

a=b = (al/2)2=b2 — a'?=p.

OBS: Endast giltiga raknelagar far anvandas

Enligt potenslagarna kan kvadratroten delas upp i en multiplikation eller division:
V3242 =V32.V42=3-4=12.
INGET sadant géller dock for addition eller subtraktion:

5=V321+42+V32 V42 =3+4-=7.

Berédkna foljande rotuttryck:



Exempel (videogenomgang)

=

Exempel: Instéanging

Ibland vill man uppskatta ett uttryck givet i en kvadratrot for att fa battre uppfattning av dess vérde. T.ex.
kan talet /31 uppskattas genom att stanga in det mellan tva kdanda (hel)tal. Vi vet namligen att 25 < 31 <
36, vilket innebar att

V25 <V/31< V/36 .
=5 =6

Vi har alltsa uppskattat att 5 < /31 < 6.

Rationalisering av namnaren (ev. taljaren)

Rationalisering av ett brdks ndmnare (el. taljare) innebar att braket skrivs om sa att ndmnaren (resp. taljaren)
blir ett rationellt eller hellre ett heltal.

Om namnaren innehaller en kvadratrot s kan den rationaliseras genom att forlanga med denna kvadratrot.

2
Skriv talet — utan kvadratrot i namnaren.

VT

Lésning: Vi férlanger med /7 och far

2 2.7 2VT 2V
VT VTV (VTR T

Om namnaren bestar av tva termer och (minst) en av dem &ar en kvadratrot, sa kan den rationaliseras ggnom
att forlanga braket med ndmnarens algebraiska konjugat. Konjugatet &r det tal resp. uttryck som fas genom
att vanda pa tecknet hos en av termerna. Denna rationaliseringsmetod baseras pa konjugatregeln som lyder

(a+b)(a-b)=a®-b*

Kvadrering gor att man blir av med eventuella kvadratrotter.



Skriv talet 2 utan kvadratrot i namnaren.
3-V5
Losning: Vi forlanger med namnarens algebraiska konjugat 3 + /5 och far
2 2:(3+5) _2-(3+V5) _2-(3+V5)
3-v5 (3-V5)-(3+5) 32-(/5)2 9-5
2. 5
= (3—+\/_) = [férkorta med 2] = 345
4 2
Forenkl ! 3 att na blir ett heltal
orenkla sa att ndmnaren blir ett heltal.
Vv15+1

Svar: ............



Sida 2.3.2a. Polynomolikheter: Interaktiv genomgang

Polynomolikheter

For polynomolikheter brukar det vara enklast att samla alla termer pa ena ledet sa att det bara star talet 0
pd andra ledet. Darmed réacker det att utfora teckenstudium av de samlade termerna, vilket underlattas om
uttrycket forst faktoriseras.

Interaktiv genomgang

Vi skall bestamma alla reella tal x som uppfyller olikheten

(z+3)(2-12)<0.

Eftersom det star nolli hogerledet, sa handlar uppgiften om att bestimma for vilka varden pa « som uttrycket i
vénsterledet ar positivt resp. negativt. Med andra ord behéver vi studera tecknet av produkten (z + 3) (2 — x).
Tecknet av en produkt beror pa tecknen av samtliga ingdende faktorer, vilka kan undersékas i en teckentabell.

Forst behdver man hitta samtliga nollstéllen, d.v.s. de = som gor att uttrycket (z + 3) (2 — ) blir noll.

Nollstallenaar: ............

OBS: Ange samtliga nollstéllen i stigande ordning dtskilda med komma

Kontrollera svar

Nu kan vi stalla upp en teckentabell:

=

. Paforsta raden skrivs nollstéllena (i stigande ordning) med mellanrum mellan dem.

N

. | forsta kolumnen skrivs alla faktorerna och sedan hela uttrycket fran olikhetens vansterled.

3. Darefter anger vi tecknet av faktorerna i varje aktuellt intervall.

N

. Till slut anger man tecknet for hela uttrycket genom att lasa av motsvarande lodrata kolumner:

« Ett jdmnt antal negativa faktorer ger ett positivt tal.
« Ett udda antal negativa faktorer ger ett negativt tal.

+ Nolla som en av faktorerna ger noll oavsett tecknet av de andra faktorerna.

T -3 2
TH+3 | | e e ]
2—x | oo e e e |

(z+3)(2-2) | ...... | | .. ]

Kontrollera svar




Den givna olikheten lyder "uttrycket (= + 3)(2 — x) &r negativt eller noll”. Fran tabellen ser vi nu att detta
intraffar ifall x pa tallinjen ligger

(a) tillvanster om -3 eller till hoger om 2 (inkl andpunkterna)
(b) till vénster om -3 eller till hoger om 2 (utom @ndpunkterna)
(c) mellan -3 och 2 (inkl andpunkterna)

(d) mellan -3 och 2 (utom andpunkterna)

Kontrollera svar ‘

Detta kan beskrivas m.h.a. (dubbel)olikheten ............

(a) 3<zx<2
(b) -3<x<2
() -3>x>2
(d -3>z2>2

Kontrollera svar

Bestdm nu l6sningsméangden till olikheten (z + 3) (2 — ) < 0 m.h.a. intervallbeteckningen: ............

OBS: Oandligheten kan skrivas infinity eller oo (d.v.s. férdubblade bokstaven ”0”). Om [6sningsméangden
bestarav fleraintervall, far du garna svara med intervallens union. Unionen skrivs med Ueller u mellan enskilda
intervall. Kolla garna foljande 6versikt av olika intervalltyper.

. Motsvarande

Intervallbeteckning .
(dubbel)olikhet

[-12, 17] -12<2x<17

1-12, 17] -12<x <17

[-12, 17[ -12<x <17

1-12, 17[ -12<x <17
[-12, ool x>-12
l-00, 171 r <17

J-00, 3[ U 19, ool x < 3ellerx >9

Anm.: Oandligheterna ar inte reella tal, sa de ingar aldrig i intervallet.

OBS: Den undre gransen maste sta till vanster, medan den évre gransen till hoger. T.ex. [17, -12] ar felaktig
beteckning.



Sida 2.3.2b. Polynomolikheter: Losta exempel

Videoexempel: Andragradsolikhet

X<F

" - a X 4=F xl = 49 =7
Alt.|: EevatioNS 301Ny =

TodTco  (=v XPe 41 wERE=ER {UF=WL=>

c=? |xl< # =7 -F«< x < F Ix|{ = T <¢=>

x =17
Fan I xzo-
xi =\ % om XZO
IX[< F ¢=7 X< F (ger o< x<3) -X,om ¥ £0
Fall 2, X £0" Fall |, XzO:
— T = -7 (36,- -;cxéo)
Ixle F =7 1 Ix[=7 <¢=> X=F (oxf)
a8s?
Fan 2 ,%x20:
N Epese
) # I%|=7 =% =%=F (=7
oY angd . _zex<e?,
Lasningsma=ng o—-e , allesa -7 (okl)
_—————_——_' _,7

Los olikheten z2 — 222 — 52 + 6 > 0.
Losning:
Man borjar med att faktorisera véansterledet m.h.a. faktorsatsen. (Polynomets nollstéllen arz = -2, 1, 3.)
Faktoriseringen ger da
(z-1)(x-3)(z+2)>0.

Vi teckenstuderar olikheten och far

T -2 1 3
r-1 - = = 0 + + +
-3 - - - - =0 +
T+2 -0 + + + + +
(z-1)(z-3)(z+2)|- 0 + 0 - 0 +

Uttrycket skall vara positivt, vilket ger l6sningsméangden 2 € L = |-2,1[ U |3, oo].



Ovningar till 3.3. Absolutbelopps-, rationella och potensfunktioner

Uppgift 1

Rita grafen till funktionen f(z) =4 |x + 2| genom att dra i de tvé lila styrpunkterna i figuren nedan.

Har funktionen f eninvers?

(a) Ja

(b) Nej

Uppgift 2

Rita grafen till funktionen f(z) = |z — 1| + |z — 3| och linjen y = 1 genom att dra i styrpunkterna i figuren
nedan.

) = 1] + -3

-6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Utnyttja figuren till att [6sa olikheten |z — 1| + |z — 3| > 1.

Losningsmangdendr ............



Sida 4.1.2. Vinkelmattet radianer

Radianer

Vi anvander vinkelmattet radianer. En full vinkel (alltsd 360°) motsvarar 27 radianer. Sambandet mellan vin-
kelméatten radianer och grader ges darmed av

mrad = 180° < 1lrad = 180 — 1°= rad,
s 180
vilket exempelvis ger att
T rad = 2 450 eller 60° = 60° - —— = T rad.
4 4 180° 3

Anm: Eftersom radian dr en dimensionslds enhet enligt Sl-systemet, sa brukar man utelamna ”rad”.

Hur manga radianer ar 240°?
Svar: ............ (7r skrivs pi)

31y

Hur manga grader ar =
o]

Svar: ............

Markera vinkeln '131” i figuren till hoger S

genom att dra i punkten pa enhetscirkeln.

OBS: Var noggrann med vinkelns riktning.
Positiva vinklar gar moturs, medan nega-
tiva vinklar gar medurs. Passa ocksa pa
att snurra ratt antal varv.

Anm: De strackade hjalplinjerna har lut-
ning som svarar mot +30°, £45°, resp.
+60°.




